
Analyse 13 – Bases hilbertiennes. Exemples et applications.

1. Définitions

On note H un espace préhilbertien non réduit à {0}, de
norme ‖ ‖ associée à un produit scalaire 〈 , 〉.
Définition. On appelle système orthonormée toute fa-
mille (ei)i∈I telle que 〈ei, ej〉 = δi,j pour tous i, j ∈ I.

Proposition. Si (ei)i∈I est un système orthonormé
alors pour tout x ∈ H, on a

∑
i∈I

|〈x, ei〉|2 ≤ ‖x‖2.

Définition. La famille (ξi)i∈I définie par ξi = 〈x, ei〉
est appelée famille des coefficients de Fourier de x par
rapport à (ei)i∈I .

Proposition (Gram-Schmidt). Tout système libre
dénombrable s’orthonormalise.

Définition. Soit (ei)i∈I un système orthonormé. On
dit que (ei)i∈I est une base hilbertienne s’il s’agit d’un
système orthonormé maximal.

Proposition. Soit (ei)i∈I un système orthonormé. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (ei)i∈I est une base hilbertienne,
(ii) Vect(ei)i∈I est dense dans H (on dit que (ei)i∈I

est totale),

(iii) ∀x ∈ H, x =
∑
i∈I

〈x, ei〉ei,

(iv) ∀x ∈ H, ‖x‖2 =
∑
i∈I

|〈x, ei〉|2,

(v) ∀x, y ∈ H, 〈x, y〉 =
∑
i∈I

〈x, ei〉〈ei, y〉.

Proposition. Tout espace de Hilbert admet une base
hilbertienne.

Corollaire. H admet une base hilbertienne
dénombrable si et seulement si H est séparable.

Exemple. L’espace C des applications f :
R → R continues a-périodiques, muni du
produit scalaire 〈f, g〉 = 1

a

∫ a

0
f(x)g(x)dx,

admet pour base hilbertienne la famille :
1,
√

2 cos 2π
a x,

√
2 cos 2π

a x, . . . ,
√

2 cos 2π
a nx,

√
2 cos 2π

a nx, . . .

Exemple. L’espace `2(N) muni du produit scalaire
〈x, y〉 =

∑
i∈N

xiyi admet pour base hilbertienne la famille

(en)n∈N où la suite en est nulle sauf le n-è terme qui
vaut 1.

Proposition. Tout espace de Hilbert séparable est
isométrique à `2(N).

2. L’espace L2 : quelques exemples de bases
hilbertiennes

Exemple. Les polynômes de Laguerre, définis sur

]0,+∞[ par Ln(x) =
ex

n!
dn

dxn
(e−xxn), forment une base

hilbertienne de L2(]0,+∞[, e−xdx).

Exemple. Une base hilbertienne de L2(]0, 1[, dx) est
donnée par la famille (en)n∈Z où en(x) = e2iπnx.

Application (théorie L2 des séries de Fourier). Pour
tout f ∈ L2(]0, 1[), on note cn(f) =

∫ 1

0
f(x)e−2iπnxdx,

alors f =
∑
n∈Z

cn(f)en au sens L2.

Exemple. Les polynômes de Legendre, définis sur

[−1, 1] par Pn(x) =
dn

dxn
((x2 − 1)n), forment une base

hilbertienne de L2([−1, 1], dx).

Exemple. Les polynômes de Hermite, définis sur R par

Pn(x) = ex2 dn

dxn
(e−x2

), forment une base hilbertienne

de L2(R, e−x2
dx).

Application. Les fonctions de Hermite définies par

hn(x) =
Pn(x)e−x2/2∥∥Pn(x)e−x2/2

∥∥
L2

sont les fonctions propres de la transformation de Fou-
rier F : L2 → L2 associées aux valeurs propres ±

√
2π,

±i
√

2π.

Exemple. Les polynômes de Tchebitchef, définis sur

[−1, 1] par T0(x) =

√
1
π

et Tn(x) =

√
2
π

cos(nArccosx),

forment une base hilbertienne de L2([−1, 1], dx√
1−x2 ).

Exemple. Les fonctions de Haar, définies sur [0, 1]
par H0 = 1 et, pout tout n ∈ N et 1 ≤ k ≤ 2n,
H2n+k−1(x) =

√
2n si (2k − 2)2−n−1 < x < (2k −

1)2−n−1, −
√

2n si (2k − 1)2−n−1 < x < (2k)2−n−1 et 0
sinon, forment une base hilbertienne de L2([0, 1], dx).

Application. Si f est continue alors
∑
p∈N

〈f,Hp〉Hp

converge uniformément vers f sur [0, 1].

3. Applications

3.1. Noyau de Bergman. On note Ω un ouvert strict
de C et D le disque unité.

Définition. L’espace de Bergman sur Ω est défini par
A2(Ω) = L2(Ω) ∩ H(Ω) et est muni du produit scalaire
〈f, g〉 =

∫
Ω

f(z)g(z)dz.

Proposition. A2(Ω) est un espace de Hilbert.

Proposition. Une base hilbertienne de A2(D) est

donnée par en(z) =
√

n+1
π zn.

Remarque. On en déduit une base hilbertienne
de A2(Ω) pour Ω simplement connexe : En(z) =√

n+1
π ϕ(z)nϕ′(z) où ϕ : Ω → D est un biholomor-

phisme.

Définition. Le noyau de Bergman sur D est l’applica-

tion k définie pour ζ, z ∈ D par k(ζ, z) =
1

π(1− ζz)2
.



Remarque. On en déduit l’expression du noyau de
Bergman sur Ω simplement connexe :

K(ζ, z) = ϕ′(ζ)ϕ′(z)k(ϕ(ζ), ϕ(z))

où ϕ : Ω → D est un biholomorphisme.

Application. Si K est construit sur Ω simplement
connexe alors on peut expliciter les biholomorphismes
de Ω sur D.

3.2. Opérateurs compacts.

Définition. On dit que T ∈ L(H) est un opérateur
compact si l’image par T de la boule unité de H est
relativement compacte.

Proposition. Si H est séparable et T est autoadjoint
compact alors H admet une base hibertienne formée de
vecteurs propres de T .

Définition. On dit que T ∈ L(H) est un opérateur de
Hilbert-Schmidt s’il existe une base hilbertienne (en)n∈N

de H telle que
∑
n∈N

‖Ten‖2 converge.

Proposition. Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est
compact.

Proposition. Si L2(X, µ) est séparable alors T est de
Hilbert-Schmidt si et seulement s’il existe k ∈ L2(X×X)
tel que, pour tout f ∈ L2(X) et tout x ∈ X, on ait
Tf(x) =

∫
x

f(y)k(x, y)dy.

Développements

Polynômes de Hermite et application.

Noyau de Bergman.
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