Analyse 13 —

’ 1. DEFINITIONS ‘

On note H un espace préhilbertien non réduit & {0}, de
norme || || associée & un produit scalaire ( , ).
Définition. On appelle systéme orthonormée toute fa-
mille (e;)icr telle que (e;,e;) = d; ; pour tous ¢,j € I.

Proposition. Si (e;)icr est un systéme orthonormé
alors pour tout z € H, on a 3. [{z, e;)> < ||=|>.

i€l
Définition. La famille (&;);e; définie par & = (x,e;)
est appelée famille des coefficients de Fourier de x par
rapport & (e;)ier-

Proposition (Gram-Schmidt).
dénombrable s’orthonormalise.

Tout systeme libre

Définition. Soit (e;);e; un systéme orthonormé. On
dit que (e;)ier est une base hilbertienne s'il s’agit d'un
systeme orthonormé maximal.

Proposition. Soit (e;);cr un systéme orthonormé. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) (ei)ier est une base hilbertienne,

(i1) Vect(e;)icr est dense dans H (on dit que (€;)icr
est totale),

(tii) Ve e H, © = Z(m, €i)€i,
iel
(iv) Vo € H, [|lz|* = [(z,e:)[,
iel
(v) Yo,y €, (z,5) = 3 (z,es)eiry).
iel

Proposition. Tout espace de Hilbert admet une base
hilbertienne.

Corollaire. H admet une base  hilbertienne
dénombrable si et seulement si H est séparable.

Exemple. L’espace C des applications f :
R — R continues a-périodiques, muni du
. . a
produit  scalaire  (f, g) = LI fo)g(x)da,
admet pour base hilbertienne la famille :
1,v/2cos 2{:5, 2 cos 27“:8, ...,V/2cos %”nx, 2 cos %’rnm,
Exemple. L’espace ¢*(N) muni du produit scalaire
(x,y) = > ;7; admet pour base hilbertienne la famille
i€N

(én)nen ol la suite e, est nulle sauf le n-& terme qui
vaut 1.

Proposition. Tout espace de Hilbert séparable est
isométrique a (*(N).

2. IESPACE L2 : QUELQUES EXEMPLES DE BASES
HILBERTIENNES

Exemple. Les polynomes de Laguerre, définis sur
10, +o0] par L,(z) = ¢

poy e o (e~"z™), forment une base
ldz
hilbertienne de L?(]0, +oc[, e~ %dx).

Bases hilbertiennes. Exemples et applications.

Exemple. Une base hilbertienne de L?(]0,1[,dx) est
donnée par la famille (e,,)nez Ol e, (x) = 2™,

Application (théorie L? des séries de Fourier). Pour

tout f € L?(]0,1]), on note ¢, (f) = fol F(x)e=2imme g,

alors f = Y cn(f)e, au sens L2.
neZ

Exemple. Les polynémes de Legendre, définis sur
[-1,1] par P,(z) = C;Zx—nn((xQ — 1)™), forment une base
hilbertienne de L?([—1, 1], dx).

Exemple. Les polynomes de Hermite, définis sur R par
P.(z) = e dczl; (e_xz), forment une base hilbertienne

de L2(R, e~ dz).

Application. Les fonctions de Hermite définies par
_ Pu(w)e?
[ Pa@)e 2 .

sont les fonctions propres de la transformation de Fou-
rier F : L? — L? associées aux valeurs propres 4+/27,

+iv2m.

Exemple. Les polynomes de Tchebitchef, définis sur

1 2
[—1,1] par To(xz) = 1/ — et T, (z) = 4/ — cos(nArccosz),
T T

forment une base hilbertienne de L?([—1,1], \/%)

Exemple. Les fonctions de Haar, définies sur [0, 1]
par Hy = 1 et, pout tout n € Net 1 < k < 27,
Honypo1(x) = V20 si (2k —2)27" 1 < 2z < (2k —
12771 /2 si (26— 1)27" 1 < 2 < (2k)27" L et 0
sinon, forment une base hilbertienne de L?([0, 1], dz).
P

Application. Si f est continue alors Z(f,
peN
converge uniformément vers f sur [0, 1].

),

] 3. APPLICATIONS

3.1. Noyau de Bergman. On note 2 un ouvert strict

-de C et D le disque unité.

Définition. L’espace de Bergman sur () est défini par
A%(Q) = L%(Q) N H(Q) et est muni du produit scalaire

(f,9) = Jo f(2)g(2)dz.
Proposition. A%(Q) est un espace de Hilbert.
Proposition. Une base hilbertienne de A%*(D) est

A 2L,
T

donnée par e, (z) =

Remarque. On en déduit une base hilbertienne
de A2(Q) pour Q simplement connexe : FE,(z) =

2l o(2)"!(2) ot ¢ : Q@ — D est un biholomor-
phisme.

Définition. Le noyau de Bergman sur D est I’applica-

tion k définie po ,2€Dvpar k((,2) = —————.
ion nie pour ¢, z par k(¢, z) T1-C2)



Remarque. On en déduit l'expression du noyau de
Bergman sur 2 simplement connexe :

K(¢,2) = @' (O (2)k(9(C), ¢(2))
ol ¢ : 2 — D est un biholomorphisme.

Application. Si K est construit sur {2 simplement

connexe alors on peut expliciter les biholomorphismes
de Q sur D.

3.2. Opérateurs compacts.

Définition. On dit que T' € L(H) est un opérateur
compact si I'image par T de la boule unité de H est
relativement compacte.

Proposition. Si H est séparable et T est autoadjoint
compact alors H admet une base hibertienne formée de
vecteurs propres de T'.

Définition. On dit que T' € L(H) est un opérateur de
Hilbert-Schmidt 81l existe une base hilbertienne (e, )nen
de H telle que Z |Te,|? converge.

neN
Proposition. Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est
compact.

Proposition. Si L?(X, ) est séparable alors T est de
Hilbert-Schmidt si et seulement s’il existe k € L*(X x X))
tel que, pour tout f € L*(X) et tout x € X, on ait

Tf(x)= [, fy)k(z,y)dy.

DEVELOPPEMENTS

Polynoémes de Hermite et application.

Noyau de Bergman.
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