Analyse 15 Différentiabilité d’une

application définie sur un ouvert de R".

Exemples et applications.

Soit & un ouvert de R™, V un ouvert de RP et f : U —
RP.

1. GENERALITES SUR LA DIFFERENTIABILITE ‘

Définition. On dit que f est différentiable en a € U
s’il existe L € L(R™,RP) telle que

[f(a+h) = fla) = L(A)]
2]

Cette application est unique et on la note df,.

h—0

Exemple. z — ||z|?

Remarque. La notion de différentiabilité en a est
indépendante de la norme choisie.

Application. Théoreme de Liapounov

Définition. Si f est différentiable en tout a € U, on dit
que f est différentiable sur U et on appelle application
différentielle de f I’application

df :U — LR",RP), a +— df,.

Proposition. Une application différentiable en a € U
est continue en a € U.

Proposition. (i) La différentiation est un opérateur
linéaire.

(7) Sif:U—->Vetg:V —W CR? sont telles que
f est différentiable en a € U et g est différentiable en
f(a) €V alors go f est différentiable en a et

d(go f)a=dgsa)odfa

Exemple. L’application ¢ : GLi(R) — GL,(R),u —
u™! est différentiable sur GL,(R) et pour tout h €
GLi(R)

doy(h) = —u"tohou™t.

Théoréme de la moyenne. Si f est différentiable sur
U et sila,b] CU alors

1£(0) = f(a)| < sup |ldfe(b—a)l <[|b—al sup ||dfz]|
z€[a,b] z€la,b]

Si p = 1, on retrouve 'inégalité des accroissements finis.

Application. Silf est connexe et si df = 0 sur U alors
f est constante sur U.

Application (lemme de Sard). Si f : U — R™ est
différentiable de différentielle continue alors 'image par
f de lensemble des x € U tels que rgdf, < p est de
mesure nulle.

2 2
Exemple. (z,y) — xyzriz est C! non C?
Exemple. Une application multilinéaire est C*°.

Définition. Soit a € U et h € R™ non nul. On dit que
f admet une dérivée directionnelle en a suivant h si la
limite suivante existe

70 ) = lim © (7o + t.h) — f(a)

En particulier, si h est le i-e vecteur e; de la base cano-
nique
9;f(a) = f'(ase;)

est appelé la i-¢ différentielle partielle de f en a.

Proposition. Si f est différentiable en a alors f admet
des dérivées directionnelles dans toutes les directions et
on a pour tout h = (hy,...,h,) € R"

dfa(h) = 81f(a).h1 + -+ 6nf(a)hn

Exemple (théoréme de Rolle). Si U est borné et si f
est continue sur U, différentiable sur ¢ et nulle sur U \U
alors il existe a € U tel que df, = 0.

Exemple (théoreme de Motzkin). Soit F' un fermé de
R™ alors & — d(z, F') est différentiable sur R™ \ F si et
seulement si F' est convexe.

Définition. Si f = (f!,..., fP) est différentiable en a,

on appelle matrice jacobienne de f en a la matrice J¢(a)

de df, dans la base canonique i.e. Jy(a) = (0;f7) 1<i<n -
1<j<p

Remarque. Si f : U — V et g vV — W
RY sont telles que f est différentiable en a € U
g est différentiable en f(a) € V alors Jyof(a)

Jo(f(a))-Jf(a).

Proposition. f est de classe C' sur U si et seulement
st ses différentielles partielles existent et sont continues.

Théoréme de Schwarz. Si f est deur fois
différentiable sur U alors pour tout a € U et pour tous

h,k € R"™, on a 0; (0;f) (a)(h, k) = 0; (0:f) (a)(h, k).

C
et

Remarque. L’ordre de différentiation pour une fonc-
tion de classe C? n’intervient donc pas et on
note indifféremment 87, f(a) ou &2, f(a) Vapplication

9;(0;f) (a) = 0; (0if) (a).
Formule de Taylor avec reste intégral. Si f est de
classe C"*1 sur U et si [a,a+ h] CU alors

n k k 1 _\n
flatn) = 3o LI PO et p i iar

k=0

2. DIFFERENTIELLES PARTIELLES ET
DIFFERENTIELLES D’ORDRE SUPERIEUR

On pose d! f = df et, pour tout k > 1, d**1f = d(d* f).
Définition. L’application d* f s’appelle la différentielle
d’ordre k de f.

Si d* f est continue sur U, on dit que f est de classe C¥.
Si f est de classe C¥ pour tout k > 1, on dit que f est
de classe C™.

’ 3. DIFFEOMORPHISMES ‘

On suppose dans cette section que p = n.

Définition. On dit que f U — V est un
difféomorphisme si f est différentiable , bijective et telle
que ! est aussi différentiable.

Si f est de classe C*, on dit alors que f est un C*-
difféomorphisme.



Proposition. Soit ¢ : U — V un C'-difféomorphisme
et f:V — R intégrable alors

[ t@do= [ fleo)|dets, 0l
12 u
Exemple. Soit U =]0,+00[x]0,27] et V =
{(z,0) € R%; 2 > 0} alors

o:U—V,(r,0) — (rcosd,rsinf)

est un difféomorphisme.

R? \

Application. Calcul de / e~ da.
R

Théoréme d’inversion locale. SoitacU et f: U —
R™ de classe C* telle que det J¢(a) # 0 alors il existe un
voisinage ouvert U' C U de a et un voisinage V de f(a)
tels que f: U — V soit un difféomorphisme.

Théoréme d’inversion globale. Soit f : U — f(U)
de classe C*, injective et telle que det Jg(a) # 0 pour
tout a € U alors f est un difféomorphisme.

Application (théoréme de Brouwer). Toute applica-
tion continue de la boule unité fermée de R™ dans elle-
méme admet un point fixe.

4. CAS PARTICULIER DES FONCTIONS A VALEURS
REELLES

Définition. a est un point critique si df, =0
Proposition. Si f admet un extremum en a alors a est
un point critique.

Contre-exemple. (z,y) — 2% — y?

Si f est de classe C? et a € U, on considere la forme
quadratique

Qul) =S f@h 42 Y 02, fa)hih,
7=1

1<i<j<n

Formule de Taylor-Young a D’ordre 2. Si f est de
classe C? et a € U est un point critique, alors

Flath) = fla) + 3 Qu(h) + ol A1)

Proposition. Si f est de classe C*> et a € U est un
point critique, alors

(i) si Qq est définie positive alors f admet un mi-
nimum local en a,

(i) si Qq est définie négative alors f admet un
maximum local en a,

(7i1) si Qq est non dégénérée mais ni positive ni
négative alors f admet un point-selle en a.

Exemple. z — <17,CL>67HIH2

DEVELOPPEMENTS

Théoréme de Liapounov.
Théoréme de Motzkin.
Théoréme d’inversion locale.

Théoréme de Brouwer.
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