Continuité et dérivabilité des fonctions d’une variable réelle.

Par Nicolas Lanchier !

1 Propriétés classiques.

THEOREME 1.1 (HEINE) — Toute fonction f & valeurs réelles continue sur un intervalle fermé
borné de R est uniformément continue.

THEOREME 1.2 (THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES) — Soient I C R un intervalle et
f: T — R une application continue. Alors f(I) est un intervalle.

THEOREME 1.3 (ROLLE) — Si une fonction f : [a,b] — R est continue sur [a, b], dérivable sur
Ja,b[ et si f(a) = f(b) alors il existe ¢ dans | a,b|[ tel que f'(¢) = 0. [2], Sect. 2.1
THEOREME 1.4 (ACCROISSEMENTS FINIS) — Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b]
et dérivable sur ] a,b[. Alors il existe ¢ €] a,b] tel que
f(b) — f(a)
o) —
f (C) - b_a

2 Continuité et dérivabilité des fonctions limites.

THEOREME 2.1 — Soit f,, n > 0, une suite de fonctions continues de R dans R. Si f,, converge
uniformément vers une certaine fonction f alors f est continue sur R. [2], Sect. 4.3

THEOREME 2.2 — Soit f,,, n > 0, une suite de fonctions de classe C'! d'un intervalle I C R dans
R. On suppose que

1. il existe xg € T tel que la suite f,(zp) converge;
2. la suite f/, converge uniformément sur I vers une certaine fonction g.

Alors f,, converge uniformément sur I vers une fonction f de classe C'! et dont la dérivée f’ est
égale a g. [2], Sect. 4.3

THEOREME 2.3 — L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] nulle part dérivables est dense
dans l’espace des fonctions continues. [2], annexe A

EXEMPLE 2.4 — On définit sur R la suite de fonctions f,(x) = 10~"{ 10"z }, ou {x} désigne la
distance de x a l’entier le plus proche. Alors la fonction

n>0

est continue sur R, nulle part dérivable. [4], Sect. 8.1

THEOREME 2.5 — Soient (X, F, ) un espace mesuré et f une fonction & valeurs réelles définie
sur R x X. Si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. pour tout t € R, la fonction = — f(t,z) est mesurable;
2. pour presque tout x € X, la fonction ¢ — f(¢, ) est continue sur R;

3. il existe une fonction g € L'(X) telle que pour presque tout x € X

Ift,x)] < gla) VieR
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alors la fonction t + / f(t,z) du(x) est continue sur R. [4], Sect. 9.1

THEOREME 2.6 — Soient I C R un intervalle et f une fonction réelles définie sur le produit
I C R. Si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. pour tout t € I, la fonction x — f(¢, ) est dans L1(X);
2. pour presque tout x € X, la fonction ¢ — f(t, z) est dérivable sur I ;

3. pour tout compact K C I, il existe g € L'(X) telle que pour presque tout = € X

|0 f(t,2)| < g(z) VteK

alors la fonction t — / f(t,z) du(x) est dérivable sur I et

0

o [ feodu) = [ ostn) due)
[4], Sect. 9.1
3 Continuité et compacité.

THEOREME 3.1 — Pour tout a > 1, notons f, la fonction définie par

folz) = ! z €10,1]

r—a

Soit (an)n>0 une suite de réels strictement supérieurs a 1 et de limite 4+ oo. Alors 'espace vectoriel
V = vect(fa, , n > 0) est dense dans C([0, 1], R). [1], Sect. 2.1

THEOREME 3.2 (HEINE) — Si f est une application continue d'un intervalle [a,b] C R et a
valeurs dans R alors f est uniformément continue sur [a, b]. [2], Sect. 1.3

THEOREME 3.3 (WEIERSTRASS) — L’espace des polyndmes est dense dans 1’espace des fonctions
continues définies sur [0,1] & valeurs dans R. [2], Sect. 4.6

THEOREME 3.4 — Soit V' un sous-espace fermé de C([0,1],R), espace vectoriel des fonctions
continues de [0, 1] dans R.

1. Si toute application f € V est de classe C'! alors V est de dimension finie.

2. Si pour tout f € V il existe des constantes o, C' > 0 telles que pour tous z, y € [0, 1],

[f(2) = fy)] < Clz—y[*

alors V est de dimension finie. [1], Sect. 2.4
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