Analyse 27

Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable

réelle. Exemples et contre-exemples.

’ 1. CONTINUITE ‘

Soit A une partiede Ret f: A — R.
1.1. Généralités.

Définition. On dit que f est continue en a € A si
Ve >0,3a>0/(Jx —a| < a,z € A) = |f(z) — fla)| <e
f est continue sur A si f est continue en tout a € A.

Proposition. [ est continue en a € A si et seulement
si, pour tout suite (x,), de A qui tend vers a, la suite

(f(xn))n tend vers f(a).

Exemples. Les fonctions  — z™,n > 0 sont continues.
Toute fonction Z — R est continue.

Contre-exemple. xg n’est continue nulle part

Proposition. L’ensemble C°(A) des fonctions A — R
continues sur A est une R-algébre.

Exemple. Les fonctions polynémiales sont continues.

Proposition. Si f est continue sur A et si g est conti-
nue sur f(A) alors go f est continue sur A.

Exemple. Si f est continue alors |f| est continue.

Définition. Soit A O B. On dit qu'une fonction conti-
nue g : B — R est prolongeable par continuité sur A
s’il existe une fonction continue f : A — R telle que
f(b) = g(b) pour tout b € B.

Proposition. Si f est continue sur A — {a} et si
lim f(x) existe et est finie alors f est prolongeable par
r—a

continuité sur A.
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Exemples. z €]0,1] — xsin 2 et z €]0,1] — sin
1.2. Discontinuités.
Définition. Si f n’est pas continue en a € A, on dit
que f est discontinue en a. De plus,
(7) la discontinuité est dite de premiere espece si
a€Aetsi fla—0)et f(a+0) existent,
(#i) sinon, la discontinuité est dite de seconde
espece.
Exemple. La fonction x — FE(z) est discontinue en
tout n € Z et ses discontinuités sont de premiere espece.
sin% six#£0
0 siz=0
discontinue en 0 et la discontinuité est de seconde
espece.

Exemple. La fonction z — est

Définition. On dit que f : [a,b] — R est réglée si ses
discontinuités sont de premiére espece.

Proposition. Si f [a,b] — R est réglée alors
l’ensemble de ses points de discontinuité est au plus
dénombrable.
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Exemple. = € [0,1] — {

1.3. Connexité et compacité.

Théoréme des valeurs intermédiaires. Si f est
continue sur un intervalle I alors f(I) est un intervalle.

Corollaire. L’image d’un segment par une application
continue est un segment.

Proposition. Si f: [a,b] — R est continue alors f est
bornée et atteint ses bornes.
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Contre-exemple. z €]0,1] —

= sup |f(z)].
a<z<b

Théoréeme de Weierstrass. Si f : [a,b] — R est
continue et si € > 0 alors il existe une fonction po-

lynémiale p : [a,b] — R telle que || f —pl|, <e.

Conséquence. On peut définir || f||

Application. Théoréme tauberien fort.

Remarque. Sur R, c’est faux si f n’est pas elle-méme
polynomiale.

Définition. On dit que f est uniformément continue
sur A si

Ve>0,3a>0/(lz —yl <a,zyc A) = |f(z) - fy) <e

Remarque. Une fonction uniformément continue est
continue mais la réciproque est fausse (z — 2).

Proposition. Si f : [a,b] — R est continue alors f est
uniformément continue.

’ 2. DERIVABILITE ‘

Soit I un intervalle de R et f: I — R.
2.1. Généralités.

Définition. On dit que f est dérivable en xg € I si la
f(@) = f(wo)
mefjfgo} T — Zo
f'(zo). Si f est dérivable en tout zo € I, on dit que f
est dérivable sur I et Papplication [’ : x — f/(z) est
appelée 'application dérivée.
N £(z) ~ f(xo)

Tr — X

limite  lim existe et on la note alors

lim
zeIN]ag,+ool
f est dérivable a droite en xy. On définit de fagon ana-

logue la dérivabilité a gauche et f;(zo).

= fi(zo) existe, on dit que

Exemples. z — 2", n >0, et © — ||

Proposition. L’ensemble des fonctions I — R
dérivables sur I est une R-algébre et

(f+a9)'=f+g, A =x", (fo) =Ffg+1g" .
et lorsque c’est défini :

(Jg”) _fgg—Qfg et (hof)

= =hofxf.

Exemple. Les fonctions polynoémiales sont dérivables.

Proposition. Si f est dérivable en xg alors f est conti-
nue en xq.



2?2 sizeQ
0 sizéQ

est dérivable en 0 mais n’est continue nulle part ailleurs

Contre-exemple. z € R — f(x) =

Contre-exemple. On note A la fonction 1-périodique
telle que A(x) = |x| pour tout —% <z< % puis on pose

+o00
f T R>Rz— f(z)= Z%}A(pr)
p=0

alors f est continue sur R mais nulle part dérivable.

Corollaire. L’ensemble des fonctions continues sur I
mais nulle part dérivables est dense dans CO(I).

2.2. Théoréme de Rolle.

Théoréme de Rolle. Soit f : [a,b] — R continue sur
[a,b] et dérivable sur ]a,b] telle que f(a) = f(b) alors il
existe ¢ €)a, b tel que f'(c) = 0.

Théoréeme des accroissements finis. Soit f
[a,b] — R continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b| alors
il existe ¢ €]a,b] tel que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).
Application. Méthode de Newton pour les polynomes.

2.3. Continuité de la dérivée.
Une fonction dérivée n’est pas forcément continue.
a?sint  siz#0

0 siz=20
Proposition. Si f : R — R est dérivable alors l’en-
semble des points de continuité de [’ est dense dans R.

Remarque. Il existe une fonction f : [0,1] — R
dérivable telle que I’ensemble des points de discontinuité
de f’ est dense dans [0, 1].

Théoréme de Darboux. Si f est dérivable sur I alors
f/(I) est un intervalle.

Exemple. f:z €Rw— f(z) = {

\ 3. MONOTONIE \

Corollaire. Si f est continue et strictement mo-
notone sur un intervalle [a,b], alors f induit un
homéomorphisme de [a,b] sur f([a,b]).
Proposition. Soit f : I — R continue sur I et
o o
dérivable sur [ et soit xg €].
(i) f constante <= f'(t) =0 pour tout t er.
(i1) f croissante <= f'(t) > 0 pour tout t er.
(#5i) Si f aun extremum local en xo alors f'(zg) = 0.

Lemme de Riesz. Soit g une fonction continue sur
[a,b] et E = {z €la,b[;3 > x/g9(&) > g(x)}. Si E est
non vide alors E est une réunion disjointe E = | J]ay, bg|
avec g(ak) < g(br)-

Théoréme de Lebesgue. Une fonction monotone est
dérivable presque partout.

’ 4. DERIVEES D’ORDRE SUPERIEUR ‘

On définit les dérivées successives d’une fonction f en
posant (0 = f et f+D = (f(™) pour tout n > 0.

251 :
Exemple. f:z € R f(z) = x° sin siz#0

T
0 six=0
est dérivable sur R mais pas deux fois dérivable en 0

Définition. Si f admet une dérivée d’ordre k continue
sur I, on dit que f est de classe C* et on note f € C*(I).
Si f admet des dérivées de tout ordre sur I, on dit que
f est de classe C* et on note f € C*°(I).

0 siz <0
- est de classe

1 .
ez sixz>0

Exemple. z € R — {
COO

Formule de Taylor avec reste intégral. Soit f :
[a,b] — R de classe C™*1, alors
“ (b—a)* -0

f(b) = Z %f(k)(a) +/a Qf( +1)(t)dt

|
poars n!
Application. Si f est C>® et si f*(0) = 0 pour

0 < k < p alors au voisinage de 0, on a f(z) = zPg(z)
avec g C'™°.

Proposition. [l existe ¢ de classe C* telle que p(x) =
1 pour |z| <1 et p(z) =0 pour |z| > 2.

Théoréeme de Borel. Si (ap)r>0 est une suite de R
alors il existe une fonction C™ sur R telle que u®) (0) =
ay pour tout k > 0.

DEVELOPPEMENTS

Théoréme tauberien fort.

Méthode de Newton pour les polynémes.

Exemple de fonction continue nulle part
dérivable.
Théoréme de Borel.
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