Analyse 20

1 Définition

Définition 1 Soit I un in-
tervalle de R. Une fonction
f I — R est dite convexe
st Yo,y € I, VA € ]0,1],

FOz+(1-N)y) < Af(2)+(1-N)f(y).

Géométriquement: si P, @, R sont
3 points du graphe de f avec @ en-
tre P et R, alors @ est au-dessous
de la corde [PR] (au sens large).
{(z,y) € R? : y > f(z)} est con-
vexe.
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En termes de

P(PQ) < p(PR) < p(QR) .

pentes:

2

Exemples: fonctions affines, =z~

—log, exp.

2 Propriétés

Soit f I — R convexe. I°:
intérieur de I.

Théoréme 1 5S¢ I = [a,b],
alors  f est  majorée  par

M = max{f(a), f(b)} et minorée
(par 2f (L) — M ).

Théoréme 2 Pour tout [a,b] C I°,

fliap est  lipschitzienne. Par
conséquent, f est continue sur 1°.
Contre-exemple: f(a) = f(b) = 1,

et f(x) =0 pour a < z < b.

Théoréme 3 Si f est conveze, f’
et fi existent et sont croissantes sur
I°, etona fl < f.

Exercice: pour k entier > 1,
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— (x).cos kx.dx > 0.

T Jo

Théoréme 4 f' existe sauf sur un
ensemble E au plus dénombrable et
f! est continue sur I°\E.

Fonctions convexes d’une variable réelle;

applications.
3 Caractérisations

Soit I un
f:I—R.

intervalle ouvert, et

Théoréeme 5 Supposons f
dérivable. f est convexe ssi f' est
croissante.

[ deux
f est convexe ssi

Théoreme 6 Supposons
fois dérivable.
f/l 2 O’

Théoréme 7 f est convere ssi
pour tout xg € I, il existe m € R
tel que f(zo) +m(z —x0) < f(x).

moe [f (o), f(xo)]. Sif est
dérivable, m est unique.
4 Stabilité par certaines

opérations

Théoreme 8 L’ensemble des fonc-
tions convexes sur I est stable par +,
multiplication par un réel a > 0, et
passage a la limite st celle-ci existe.

Définition 2 On dit que f est log-
conveze si f > 0 et log f est con-
vere.

Exemple: I'(z) = f;oc e~ 1dt.

Une fonction log-convexe est con-
vexe.

Théoréme 9 L’ensemble des fonc-
tions log-convexres sur I est stable
par +, X, et passage a la limite si
celle-ci existe et est strictement pos-
itive.

5 Fonctions midconvexes

Définition 3 Une fonction
f I — R est dite mid-
convere si Y,y € I,

() <3(f(@) + f().

(ssi on a l'inégalité de Jensen avec
coef. rationnels)

Théoréme 10 Si f est midconveze
et continue, f est conveze.

Théoréme 11 Si f midconvexe est
majorée sur un ensemble de mesure
non nulle, alors f est continue, donc
convexe.

Théoréme 12 Si f est midconvezxe
et mesurable, alors f est continue,
donc conveze.

6 Applications: inégalités
classiques

6.1 Inégalité de Jensen et ses
applications

Inégalité de Jensen: si f: [ — R
est convexe, x; € I, a; > 0 tels que
> a; =1, alors

f <Zai$i> < Z%‘f(%)

Pour 1 < ¢ < n, soient x;,y; > 0.

Inégalité arithmético-
géométrique:

T4+

% > (x1...x)Y"

Inégalité de Minkowski: sip > 1,
alors

n 1/p n 1/p n
(Z($i+yi)p> <<pr> +<ny)

i=1 i=1
Application: permet de définir des
normes dans R"™.

Inégalité de Holder: si p,g > 0
tels que 1/p + 1/¢ = 1, alors

n n 1/p n 1/q
S e < (zxf) (zyz) |
=1 =1 =1

Application: des

normes.

comparaison

6.2 Inégalité de Karamata

Soit ¢ I — R convexe con-
tinue, 1 = x9 > > x, et

Y1 = Y2 = - = Yy, tels que Yk,
k k

n n
D@ ) et Y a =) ui
i=1 i=1 i=1 i=1

Alors Z o(x;) > Z¢(yz)

i=1
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