Espace de Lebesgue L*(Q2), 1 < p < oo.
Par Nicolas Lanchier !
1 Propritétés classiques des espaces LP(0).
DEFINITION 1.1 — Soit p € R, 1 < p < co. On appelle espace de Lebesgue LP(Q) I’espace
Q) = {f :Q — R, f mesurable et | f |P € Ll(Q)}

Pour toute fonction f € LP(Q)), on pose

1/p
1l = ([ 1f@P duta))
Q
[2], Sect. 4.2
DEFINITION 1.2 — L’espace de Lebesgue L°(Q) est défini par
L>(Q) = {f:Q—>R, f mesurable et 3 C > 0 tel que | f(z)| < C ,u—pp}
Pour toute fonction f € L*°(Q), on pose
|£lee = it {C <0, f@)|<C p—pp}
[2], Sect. 4.2

THEOREME 1.3 (INEGALITE DE HOLDER) — Soient 1 < p < oo, ¢ lexposant conjugué de p,
feLP(Q)et ge LI(Q). Alors f-g e LY(Q) et

/Qlfgldu(x) < 1l g les

[2], Sect. 4.2
COROLLAIRE 1.4 — Pour tout 1 <p < o0, || - | Lr est une norme sur L?(2). [2], Sect. 4.2
THEOREME 1.5 (LEBESGUE) — Soit (f)n>0 une suite de fonctions dans LP(2), p > 1, conver-

geant p-presque partout vers une fonction mesurable f. Si la condition de domination
dge LP(Q) tel que Yn>0 |fnl <g p—pp
est vérifiée alors f € LP(Q) et f, ——— f. [4], Sect. 1.7

THEOREME 1.6 (RIESZ-FISCHER) — Pour tout espace mesuré (2, F,u) et tout 1 < p < oo,
LP(Q) est un espace de Banach. [2], Sect. 4.2

THEOREME 1.7 —  Soit (fn)n>0 C LP(Q) et supposons que f, L, f. Alors il existe une
sous-suite (fp, )k>0 qui converge u-presque partout vers f sur €. [2], Sect. 4.2

THEOREME 1.8 — Pour tout espace mesuré (£, F, 1), I'espace de Lebesgue L2?(2) est un espace
de Hilbert. [2], Sect. 5.1
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THEOREME 1.9 (MUNTZ) — Soient C([0, 1], R) I'espace des fonctions continues de [0, 1] dans R
et a,, n > 0, une suite strictement croissante & valeurs positives. Alors, I’espace vectoriel

E = vect(fo(x)=2%";n>0)
est dense dans C([0, 1], R) pour la norme || - |22 si et seulement si la série de terme générale

diverge. [3], Sect. 4.6

THEOREME 1.10 (THEOREME DE REPRESENTATION DE RIESZ) — Soient (2, F, u) un espace me-
suré, 1 < p < 00, g 'exposant conjugué de p et ¢ : LP(Q2) — R une forme linéaire. Alors il existe
une unique fonction v € L1(2) telle que

(p-f) = /ufdu pour tout f € LP(§2)
Q

De plus, [|u|lzs = ||¢]|. [2], Sect. 4.3
2 Intégrabilité uniforme.

Dans toute cette partie, (X;);es désigne une famille quelconque de variables aléatoires définies sur
un espace probabilisé (2, F, P).

PROPOSITION 2.1 — Une variable aléatoire X est intégrable si et seulement si

/ IX[dP ——0
[X[>c

DEFINITION 2.2 — La famille (X;);er est dite uniformément intégrable si
sup / |X;|dP —— 0
iel J1xi|>e emo0

[1], Sect. 3.9

DEFINITION 2.3 — La famille (X;);es est dite équi-intégrable si

Ve>0 In>0 telque VAeF PA<n = sup/|Xi|dP < e
iel Ja

[1], Sect. 3.9

THEOREME 2.4 — Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1. la famille (X;);cs est uniformément intégrable;
2. la famille (X;);er est équi-intégrable et bornée dans L!(Q). [1], Sect. 3.9

THEOREME 2.5 — S’il existe un réel p > 1 tel que la famille (X;);c; soit bornée dans LP () alors
(X)ier est uniformément intégrable.

DEFINITION 2.6 — Une suite (X,,),>0 de variables aléatoires converge en probabilité vers une
variable aléatoire X si
Ve>0 lim P(|X,—X|>¢) =0

n—oo

ce que l'on note X, P . x

THEOREME 2.7 (LEBESGUE) — Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires. Alors les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :
1
1. X, LN e ;

2. X, P Xet (Xn)n>0 est uniformément intégrable.



3 Produit de convolution. Applications.

THEOREME 3.1 — Soient f € L*(RY) et g € LP(RY). Alors pour presque tout z € RV, la
fonction y +— f(z — y) g(y) est intégrable sur RY. De plus, le produit de convolution de f et g
défini par

(f*9)(x) = /f@c—y)g(y)dy z e R

est une fonction de LP(RYN) et
1fxgllee = 1 fller llgllze

[2], Sect. 4.4

PROPOSITION 3.2 — Si f € CF(RN) et si g € L}, (RY) alors

f*ge CFRY) et VaeN' |of <k D(fxg)=(D“f)*g

[2], Sect. 4.4

PROPOSITION 3.3 — Pour toute fonction f dans L'(RY) et toute fonction g dans LP(RY)
supp(f * g) C supp f + suppg

[2], Sect. 4.4

DEFINITION 3.4 (SUITES REGULARISANTES) — On appelle suite régularisante toute suite de

fonctions (pn)n>1 telle que pour tout n > 1
pn € CZ(MRY)  suppp, C B(0,1/n) /pn =1
[2], Sect. 4.4

THEOREME 3.5 — Pour tout f € LP(RY), 1 < p < 0o, pp * f L, 1. 12], Sect. 4.4

COROLLAIRE 3.6 — Soit © un ouvert de RY. Alors I'espace C2°(£2) des fonctions C*° & support
compact est dense dans LP(£2) pour 1 < p < 0. [2], Sect. 4.4

THEOREME 3.7 (RIESZ-FRECHET-KOLMOGOROV) — Soit Q un ouvert de R™, w CC 2 une partie
compacte de Q et F un sous-ensemble borné de LP(2), 1 < p < oco. Si pour tout € > 0, il existe
n > 0 tel que

[mnf = fllory<e  VIhl<n VfeF

alors F est relativement compact dans L?(w). [2], Sect. 4.5
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