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1 Modes de convergence.

Définition 1.1 — Soient X un ensemble, (E, d) un espace métrique et fn, n ≥ 0 une suite de
fonctions de X dans E. On dit que fn converge simplement vers f si

∀ ε > 0 ∀ x ∈ X ∃ n0 ≥ 0 tel que ∀ n ≥ n0 d(fn(x), f(x)) ≤ ε

et que fn converge uniformément vers f si

∀ ε > 0 ∃ n0 ≥ 0 tel que ∀ x ∈ X ∀ n ≥ n0 d(fn(x), f(x)) ≤ ε

Proposition 1.2 — Si E est un espace complet, la suite fn converge uniformément sur X vers
une certaine fonction f si et seulement si fn est de Cauchy. [3], Sect. 4.3

Définition 1.3 — Soient E un espace de Banach et fn, n ≥ 0 une suite de fonctions de X dans

E. La série
∑

fn est dite normalement convergente si

∞∑

n=0

‖fn ‖∞ < +∞

Exemple 1.4 (lemme d’Abel) — Soient f(z) =
∑

an z
n une série entière, z0 ∈ C tel que

la suite anz
n
0 soit bornée et r < |z0|. Alors la série converge normalement dans le disque { z ∈

C ; | z | ≤ r }. [3], Sect. 4.4

Exemple 1.5 — Si f : R −→ C est une fonction 2π-périodique, continue et C1 par morceaux
alors la série de Fourier de f converge normalement vers f sur R. [3], Sect. 4.5

Théorème 1.6 (Dini) — Soit (fn)n≥0 une suite croissante de fonctions réelles continues sur un
espace compact X. Si la suite (fn)n≥0 converge simplement vers une fonction f continue sur X
alors la convergence est uniforme. [3], Sect. 4.3

2 Propriétés de la limite.

Théorème 2.1 — Soit fn, n ≥ 0, une suite de fonctions continues de R dans R. Si fn converge
uniformément vers une certaine fonction f alors f est continue sur R. [3], Sect. 4.3

Théorème 2.2 — Soit fn, n ≥ 0, une suite de fonctions de classe C1 d’un intervalle I ⊂ R dans
R. On suppose que

1. il existe x0 ∈ I tel que la suite fn(x0) converge ;

2. la suite f ′n converge uniformément sur I vers une certaine fonction g.

Alors fn converge uniformément sur I vers une fonction f de classe C1 et dont la dérivée f ′ est
égale à g. [3], Sect. 4.3

Théorème 2.3 — Soit fn, n ≥ 0, une suite de fonctions continues de R dans R. Si fn converge
simplement vers une fonction f alors l’ensemble des points de continuité de f est dense dans R.
[3], annexe A
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Corollaire 2.4 — Soit f : R −→ R une fonction dérivable sur R. Alors l’ensemble des points
de continuité de la fonction dérivée f ′ est une partie dense de R. [3], annexe A

Théorème 2.5 (Lebesgue) — Soit (fn)n≥0 une suite de fonctions dans Lp(Ω), p ≥ 1, conver-
geant µ-presque partout vers une fonction mesurable f . Si la condition de domination

∃ g ∈ Lp(Ω) tel que ∀ n ≥ 0 |fn| ≤ g µ− pp

est vérifiée alors f ∈ Lp(Ω) et fn
Lp−−−−→ f . [4], Sect. 1.7

Théorème 2.6 — L’ensemble des fonctions f continues 2π-périodiques dont la série de Fourier
ne converge pas simplement vers f est un Gδ dense. [4], Sect. 5.3

3 Théorèmes de densité.

Théorème 3.1 (Weierstrass) — L’espace des polynômes est dense dans l’espace des fonctions
continues définies sur [0, 1] à valeurs dans C. [3], Sect. 4.6

Théorème 3.2 — Pour tout a > 1, notons fa la fonction définie par

fa(x) =
1

x− a x ∈ [0, 1]

Soit (an)n≥0 une suite de réels strictement supérieurs à 1 et de limite +∞. Alors l’espace vectoriel
V = vect(fan , n ≥ 0) est dense dans C([0, 1],R). [2], Sect. 2.1

Théorème 3.3 — L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] nulle part dérivables est dense
dans l’espace des fonctions continues. [3], annexe A

Exemple 3.4 — On définit sur R la suite de fonctions fn(x) = 10−n{ 10nx }, où {x} désigne la
distance de x à l’entier le plus proche. Alors la fonction

f(x) =
∑

n≥0

fn(x)

est continue sur R, nulle part dérivable. [5], Sect. 8.1

Théorème 3.5 (Müntz) — Soient C([0, 1],R) l’espace des fonctions continues de [0, 1] dans R
et αn, n ≥ 0, une suite strictement croissante à valeurs positives. Alors, l’espace vectoriel

E = vect ( fn(x) = xαn ; n ≥ 0 )

est dense dans C([0, 1],R) pour la norme ‖ · ‖L2 si et seulement si la série de terme générale α−1
n

diverge. [3], Sect. 4.6
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