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1 Construction d’exemples et de contre-exemples.

Lemme 1.1 (Borel) — Pour toute suite de complexes ak, k ≥ 0, et pour tout x0 ∈ R, il existe
une fonction f définie sur R de classe C∞ telle que f (k)(x0) = ak, ∀ k ≥ 0. [4], Sect. 8.6

Théorème 1.2 — L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] nulle part dérivables est dense
dans l’espace des fonctions continues. [2], annexe A

Exemple 1.3 — On définit sur R la suite de fonctions fn(x) = 10−n{ 10nx }, où {x} désigne la
distance de x à l’entier le plus proche. Alors la fonction

f(x) =
∑

n≥0

fn(x)

est continue sur R, nulle part dérivable. [4], Sect. 8.1

2 Exemples d’utilisation des séries de Fourier.

Théorème 2.1 — Si f : R −→ C est une fonction 2π-périodique, continue et C1 par morceaux
alors la série de Fourier de f converge normalement vers f sur R. [2], Sect. 4.5

Théorème 2.2 — L’ensemble des fonctions f continues 2π-périodiques dont la série de Fourier
ne converge pas simplement vers f est un Gδ dense. [3], Sect. 5.3

Théorème 2.3 (égalité de Bessel-Parseval) — Si f vérifie les conditions de Dirichlet alors
la série

∑
n∈Z |cn(f)|2 converge. De plus,

∑

n∈Z
|cn(f)|2 =

1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|2 dt

[2], Sect. 4.5

Théorème 2.4 (inégalité isopérimétrique) — Soient [a, b] ⊂ R et γ : [a, b] −→ C une
courbe de Jordan C1 par morceaux, de longueur L, enfermant une surface S. Alors L2 ≥ 4πS. De
plus, L2 = 4πS si et seulement si γ définit un cercle parcouru une fois. [4], Sect. 4.6

Théorème 2.5 — Soient T > 0, RT = ]0, π[× ]0, T [ et ϕ : [0, π] −→ R une fonction de classe C1

telle que ϕ(0) = ϕ(π) = 0. Alors il existe une suite réelle bn, n ≥ 0 telle que

∞∑

n=0

|bn| < ∞ et ϕ(x) =

∞∑

n=0

bn sin(nx) ∀ x ∈ [0, π]

Application 2.6 (équation de la chaleur) — Il existe une unique fonction Φ continue sur
l’espace produit [0, π]× [0, T ] telle que

1. Φ est de classe C2 et ∂2
x Φ− ∂t Φ = 0 sur RT ;

2. pour tout t ∈ [0, T ], Φ(0, t) = Φ(π, t) ;

3. et pour tout x ∈ [0, π], Φ(x, 0) = ϕ(x). [2], Sect. 5.5
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3 Exemples d’utilisation des séries entières.

Théorème 3.1 (Abel non tangentiel) — Soient f(z) =
∑

an z
n une série entière de rayon

de convergence R > 0 et z0 ∈ C de module R tel que la série converge pour z = z0. Alors pour
tout ϕ ∈ [0, π2 ] et ρ ∈ [0, 2 cosϕ[

lim
z→z0

z∈∆(z0,ρ,ϕ)

f(z) =
∞∑

n=0

an z
n
0

où ∆(z0, ρ, ϕ) = { z0(1− reiθ) ; 0 ≤ r ≤ ρ, |θ| ≤ ϕ } [2], Sect. 4.4

Application 3.2 ∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
=

π

4

∞∑

n=0

(−1)n

n+ 1
= log 2

Proposition 3.3 (prolongement de la fonction Γ) — La fonction Γ définie par

Γ(t) =

∫ +∞

0

xt−1 e−x dx ∀ t > 0

admet un prolongement analytique dans l’ouvert Ω = { z ∈ C , Re(z) > 0 }. [4], Sect. 9.2

Théorème 3.4 (Liouville) — Si f est la somme d’une série entière de rayon de convergence
R =∞ est bornée sur C alors f est constante. [2], Sect. 4.4

Application 3.5 (d’Alembert) — Le corps des nombres complexes est algébriquement clos.

Théorème 3.6 (principe des zéros isolés) — Soient f la somme d’une série entière de rayon
de convergence R > 0. Si f n’est pas identiquement nulle alors l’ensemble Z(f) des zéros de f
n’admet pas de point d’accumulation dans D(0, R). [3], Sect. 10.4

Application 3.7 — Pour tout a > 1, notons fa la fonction définie par

fa(x) =
1

x− a x ∈ [0, 1]

Soit (an)n≥0 une suite de réels strictement supérieurs à 1 et de limite +∞. Alors l’espace vectoriel
V = vect(fan , n ≥ 0) est dense dans C([0, 1],R). [1], Sect. 2.1
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