Fonction d’une variable complexe, holomorphie.
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1 Holomorphie.

DEFINITION 1.1 — Soit  un ouvert du plan complexe. Une fonction f :  — C est dite
holomorphe sur 2 si elle est dérivable au sens complexe. Dans toute la suite, on notera H ()
l’ensemble des fonctions holomorphes sur Pouvert 2. [2], Sect. 10.1

PROPOSITION 1.2 — H()) est un anneau sur lequel les regles usuelles de différentiation s’ap-
pliquent. [2], Sect. 10.1

THEOREME 1.3 — Une fonction complexe f définie sur  est holomorphe si et seulement si elle
vérifie 'équation de Cauchy-Riemann 0, f(z) + 0, f(z) = 0 pour tout z € Q. [2], Sect. 11.1

EXEMPLE 1.4 — Les polyndmes sont holomorphes C. Les fonctions analytiques sur €2 sont holo-
morphes sur . [2], Sect. 10.1

2 Propriétés des fonctions holomorphes.

THEOREME 2.1 (CAUCHY) — Soient  C C un ouvert convexe, p € €, et f une fonction continue
sur 2, holomorphe sur Q — {p}. Alors, pour tout chemin fermé v C Q2

L fz)dz =0

[2], Sect. 10.3

DEFINITION 2.2 — Soient v un chemin fermé du plan complexe. L’application Ind. définie pour

tout z € C\ v par
1
Ind = —

est appelée indice de z par rapport a 7.

dg
—z

THEOREME 2.3 (FORMULE DE CAUCHY) — Soient 2 un ouvert convexe, v C  un chemin fermé,
et f € H(Q). Alors, pour tout z € Q\ v,

16) = g | 2

2imInd, (2) E—z
[2], Sect. 10.3
COROLLAIRE 2.4 — Toute fonction holomorphe sur 2 est développable en série entiere dans €.
[2], Sect. 10.3
THEOREME 2.5 (PRINCIPE DES ZEROS ISOLES) — Si © C C est un ouvert connexe et f une

fonction non identiquement nulle holomorphe sur 2 alors I'ensemble Z(f) des zéros de f n’admet
pas de point d’accumulation dans 2. [2], Sect. 10.4
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APPLICATION 2.6 — Pour tout a > 1, notons f, la fonction définie par

fulz) = — z€0,1]

Tr—a

Soit (an)n>0 une suite de réels strictement supérieurs a 1 et de limite 4+ co. Alors 'espace vectoriel
V = vect(fq, , n > 0) est dense dans C([0, 1], R). [1], Sect. 2.1

THEOREME 2.7 (MORERA) — Soit f une fonction continue sur Q a valeurs complexes. Si pour
tout triangle A C Q
f(z)dz = 0
oA
alors f € H(Q). [2], Sect. 10.3
THEOREME 2.8 (PRINCIPE DU MAXIMUM) — Soit Q un domaine borné du plan complexe. Si f

est holomorphe sur €2 et continue sur {2 alors

|f(z0)| < sup [f(2)] V20€Q
2€0Q

De plus, si I’égalité a lieu en un point z € Q alors f est constante. [2], Sect. 12.1

THEOREME 2.9 (THEOREME DES TROIS DROITES) — Posons @ = {2z € C, 0 < Re(z) < 1}, et
pour f holomorphe sur 2 et continue sur €2

M(0) = sup |f(0+it)] V6 el0,1]
teR

Alors pour tout § € ]0,1[ on a M (#) < M(1)?M(0)'~?. [3], Sect. 11.2

3 Théoréme des résidus.

DEFINITION 3.1 — Une fonction f est dite méromorphe sur € s’il existe une partie A C 2, sans
point d’accumulation telle que f € H(Q\ A) et telle que tout élément soit un pdle pour f. [2],
Sect. 10.7

THEOREME 3.2 (THEOREME DES RESIDUS) — Soient £ C C un ouvert connexe, f une fonction
méromorphe sur Q et A C  Pensemble des poles de f dans Q. Alors pour tout chemin fermé
dans Q\ A

1 /v f(z)dz = 3 Res(f,a) Ind, (a)

2im acA
[2], Sect. 10.5
THEOREME 3.3 — Soient v un chemin fermé dans © tel que pour tout z € Q\ v, Ind,(z) € {0,1}

et ; 'ensemble des points z tels que Ind,(z) = 1. Pour toute fonction f € H({2), on note Z(f)
I’ensemble des zéros de f contenus dans €2;.

1. Si f n’a aucun zéro sur 7y alors

card Z(f) = i / J;:((;)) dz = Indp(0) ou I' = f(v)

2. Sige H(Q), et si |f(z) — g(2)| < |f(2)| pour tout z € v alors card Z(f) = card Z(g).
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